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Types de collections
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ﬁ Collections

Séquences

vide) d’éléments.

Une séquence est une suite ordonnée (éventuellement

Tete ~ Queue

Notations :

1. [1 : séquence vide
2. S : ensemble des séquences
3. £ . ensemble des éléments

en tete de la séquence s
Définition :
LL.[1es
2.Vr e &, VseS, xoseS

Axiomes :

L.Vre &, VseS, xos# []
2.Vx1,09 € E, Vs1,89 €S,
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4.x € £, s € S, x os : insertion de I'élément x




Séquences
— N

Téte et queue

Tete ~ Queue

Téete :

Vee & VseS, head(xos) =x
Queue :

Vee &, VseS§, tail(xos) =s
Propriétés :

1.Vs € S, head(s) € € si s # []

2. Vs € S, tail(s) € Ssi s # []

3.Vs €S, s = head(s) otail(s) si s # []




ﬁ Séquences

Sous—séquences

Préfixe :

1.Vs € S, [1 =prefixe(s)

2.Vr € &, Vs,s1,89 €S,
So =1x 081 = prefixe(x os) ssi
s1 = prefize(s)

Suffixe :

Vs,s1 € S,

s1 = suf fire(s) ssi

s1 = sV sy = suf fize(tail(s))

Sous—séquence :

Vs, s1 € S,
s1 C § ssl
s1 = prefize(suf fixe(s))




ﬁ Séquences

Appartenance et longueur

Appartenance :

1.Ve €&, Vs €S, ©=head(s) € s
2.Vr e &, Vse S,

r € sssix € tail(s)
Longueur :

1. length([]) =0
2.Vx e &, Vs €S,
length(x o s) = length(s) + 1
Rang :
1.Vre &, VseS8§,
(2 05)[0] =2

2.Vz €&, Vse S, Vne N
(xos)n] =sn—1]ssi0<n <length(xos)




Séquences
— N

Concaténation

Concaténation :

1.Vse S, [1+s=s

2.Vr € &, Vs,s1,89 €S,
S3 =208 = (rosy) +sssi
S9 =81+ S

Inversion :

1. reverse([1) = [
2.Vrx e &, Vs €S,

reverse(x o s) = reverse(s) + (x o [1)




ﬁ Séquences ~
Itérateurs
Application d’une fonction : foreach
Ve e £, Vs €S,
Vi € — &,
1. foreach(f,[]) = ||
2. foreach(f, x o s) = f(x) o foreach(f, s)
Sélection sous condition : collect

Ve e £, Vs €S,
Vp : € — {false, true},

1. collect(p, []) = |]
2. collect(p, x 0 s) = x o collect(p, s) si p(x)
3. collect(p, x o s) = collect(p, s) si —p(x)




Séquences
a ! N

Séquences ordonnées

Relation d’ordre total : <

[’ensemble £ C & est totalement ordonné s'il existe
une relation d’ordre dans £, notée <, telle que :

Vo,y,z € £,

1. réflexivité : x < x

Séquence ordonnée : ordered
Ve, y € £',Vs € S(&),
1. ordered((])
2. ordered(x o |])

3. ordered(x o (y o s)) ssi
(x < y) A ordered(y o s)
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ﬁ Séquences ordonnées ~

Tri d’une séquence

Tri : sort
Vs,s' € S(&),
s' = sort(s) ssi
permutation(s, s’) A ordered(s’)

Permutation : permutation
Ve e E,Vs, 8,8 €8
1. permutation({], |])

2. permutation(s, z o s”)
A select(z, s, 8')
A permutation(s’, s”)

Sélection d’un élément : select
Ve,y € £,Vs,s € S
1. select(z, x 0 s, 5)

2. select(z,y o s,y 058") Aselect(z, s, s')




ﬁ Séquences ordonnées ~

Tri par sélection

Tri : selectsort
N, Tmin € E',Vs, Sqe1 € S(E'),

1. selectsort([]) = ||

2. selectsort(x 0 8) = i, © selectsort(sge)
A Tppin = min(x o s)
A Sger = del(pmin, € 0 )

Minimum : man
V.I', Tmin € g/,VS S 8<5/>7

Tpmin = MIN(S) 881 VI € S, Tpiny <

Suppression d’un élément : del

Ve,y e £,Vs €S

L del(y, []) = [
2. del(y,zos)=ssiz =y
3. del(y,xo0s) =xodel(y,s)sixz#y

Remarque : Les différents algorithmes de tri par sélection (tri par sélec-
tion/échange, tri bulles, ...) se distinguent par les calculs de min(s)
et del(z, s).
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ﬁ Séquences ordonnées ~

Tri par insertion

Tri : msertsort

Ve € & Vs € S(&'),
1. insertsort([]) = []

2. insertsort(x o s) = insert(x, insertsort(s))

Insertion dans une séquence triée : insert
Ve,y € £ Vs € §(&),
1. insert(z, []) = x o |]
2. insert(x,yos)=xo(yos)siz <y

3. insert(x,y o §) = y o insert(x, s) si x £ y

Remarque : Les différents algorithmes de tri par insertion (tri par inser-
tion, tri par insertion dichotomique, ...) se distinguent par le calcul
de insert(z, s).
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ﬁ Séquences ordonnées ~
Tri rapide

Tri : quicksort
Vo € £V, Sins, Ssup € S(E'),
1. quicksort([]) = |]
2. quicksort(z o s) =
quicksort(s, ) + (z o quicksort(sgyy))
A Sing = collect((z' <z N2’ € s),s)
A Squp = collect((x' L x N2’ € s),s)
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ﬁ Collections \
Arbres

Un arbre est un ensemble fini (éventuellement vide) de
noeuds.

Un neceud est un doublet < x, f > composé d'un élé-
ment x et d'une foret f.

Une forét f est une séquence (éventuellement vide) d’arbres
disjoints non vides (f = |ay, ag, ..., ay)).

Notations :

1. A : ensemble des arbres

2. F : ensemble des foréts

3. £ : ensemble des éléments

4. <> : arbre vide

b.xe&, felF, <z, f>:noud
6. <z, [>=<z>

Définition :
1.<>e A

2.Vr e &, <uz,||>€ A
3V e, VfA[eF, <z, f>€eA




ﬁ Arbres \

Largeur et profondeur

Largeur : width
Veel, ferF,

1. width(<>) =0

2. width(< x, f >) =
max(length(f) o foreach(width, f))

Profondeur : depth
Ve e E,Va e AV € F,
1. depth(<>) =0
2. depth(< z,[] >=1

3. depth(< x,a0 f >) =
max(foreach(depth,a o f)) + 1




ﬁ Arbres \

Parcours d’arbres

Parcours : order

order : A — S(€)

</, [<+, [<*x, [a>,<b>]>,<c>]>, <+, [Kd>,<e>]>]>

Parcours : [...7...]

1. Parcours infixé : notation mathématique
2. Parcours préfixé : langage Lisp

3. Parcours postfixé : calculette HP
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Arbres \

Parcours infixé

Parcours : norder

Ve € E,VNae A Vf e F,

1. inorder(<>) = ||

2. inorder(< z,[| >) =z o |
3. inorder(< x,a o0 f >) =

inorder(a) + (x o []) 4 foreach(inorder, f)

</, [<+, [<x, [<a>,<b>]>,<c>]>, <+, [<d>,<e>]>]>

Parcours infixé : [a,*,b,+,c,/,d,+,e]
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ﬁ Arbres \

Parcours préfixé

Parcours : preorder
Ve e E,Va e AV € F,
1. preorder(<>) = ||
2. preorder(< z,[] >) =x o]

3. preorder(< xz,ao f >) =
(x o []) + foreach(preorder, a o f)

</, [<+, [<x, [<a>,<b>]>,<c>]>, <+, [<d>,<e>]>]>

Parcours préfixé : [/,+,*,a,b,c,+,d,e]
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Exemple de parcours préfixé

arbre

1 0.1

fi1.1 f1.2 f2.1 £3.1 £3.2 £3.3

$ 1s -R ./arbre
./arbre:
1/ 2/ 3/ £0.1

./arbre/1:
f1.1 £1.2

./arbre/2:
f2.1

./arbre/3:
f3.1 £3.2 £3.3
$
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ﬁ Arbres \

Parcours postfixé

Parcours : postorder

Ve e ENae ANVSf € F,

1. postorder(<>) = ||
2. postorder(< z,[] >) =x o]

3. postorder(< x,a o f >) =
foreach(postorder,a o f) + (x o [])

</, [<+, [<x, [<a>,<b>]>,<c>]>, <+, [<d>,<e>]>]>

Parcours postfixé : [a,b,*,c,+,d,e,+,/]
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Arbres \\\

Exemple de parcours postfixé

arbre

1 0.1

fi1.1 f1.2 f2.1 £3.1 £3.2 £3.3

du -a arbre
arbre/1/f1.1
arbre/1/f1.2
arbre/1
arbre/2/£f2.1
arbre/2
arbre/3/£3.1
arbre/3/£3.
arbre/3/£3.3
arbre/3
arbre/f0.1

32 arbre

$

O 00 O O O 0 O 0 O O &
N
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Arbres binaires

Un arbre binaire est un arbre de largeur égale a 2.
Notations particulieres :

1. Ay C A : ensemble des arbres binaires
2.xel lire Ay, <z |lr]>=<lx,7r>
.<<>p,<>>=<x>

Définition :

1. <> EE./iz
2. Ve e EVlL,re Ay, < l,x,r > € Ay

< < <Ka>,*,<b>>,+,<c> >, [/, <<d>,+,<e>> >




ﬁ Arbres binaires \
Arbre de Huffman

ASCII : [b,a,c] —

[0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,1]
Morse : [b,a,c] — [[0,1,1,1],[1,0],[0,1,0,1]]

Huffman : [b,a,c] — 11,1,1,0,1,0,0,0]

[a,b,c,d,e,f,g,h] (17)

d,e,f,g,h] (9)

e déplacement vers la gauche : bit a 0

e déplacement vers la droite : bit a 1
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Arbre de Huffman
- 4 R

Principe de construction

{ o [ {
a(5) b@3) c (2 d (1)
[c,d] (3)
] o
a (5) b (3 ./.\'
c (2) d (1)
[b,c,d] (6)
{
a () ,dl (3)
b (3)
c (2) d (1)




f— Arbre de Huffman

Codage/Décodage

[a,b,c,d] (11)

a <« [0]
b «— [1,0]
c < [1,1,0]
d «— [1,1,1]
[b,a] <« [1,0,0]
[a,b] < [0,1,0]
[b,a,c] <~ [1,0,0,1,1,0]
[b,a,b,a] <~ [1,0,0,1,0,0]
[a,b,c,d] <« [0,1,0,1,1
K enib (©) jt




ﬁ Arbres binaires \

Arbres binaires de recherche

Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire tel
que pour tout nocud n = < [, z,r > de l'arbre

1. les éléments de tous les noeuds du sous—arbre gauche
[ sont inférieurs a l'élément x contenu dans n;

2. les éléments de tous les noeuds du sous—arbre droit
r sont supérieurs a 1’élément x contenu dans n.

50
30 60

10 (5
33 52




ﬁ Arbre binaire de recherche \

Recherche d’un élément

Recherche search : & x Ay(E') — Booléen
Ve,y € &, VI, r € Ay (&),
1. search(y, <>) = false
2. search(y, < l,x,r >) = truesiy =z
3. search(y, < I, x,r >) = search(y,l) siy < x
4. search(y, < l,x,r >) = search(y,r) siy > x

18 ?




ﬁ Arbre binaire de recherche \

Insertion d’un élément

Insertion insert : & x Ay(&') — Aa(E')
Ve,y € &, Vi, r € Ay (&),
L insert(y, <>) = < <>,y,<> >
2. insert(y, < lx,r >) = < insert(y,l),z,r >

sty < x

3. insert(y, < lyx,r >) = < [,z,insert(y,r) >
sSLy >

Le plus grand élément : max : Ay (&) — &'

Ve e & Vi, r € Ay (&),

L max(< [z, <>>) ==
2. max(< [, x,r >) = max(r) sir # <>




ﬁ Arbre binaire de recherche

Exemple d’insertion

30

10
33

Ut

18

50

52

60

(D

64

insert (58,<<<<5>,10,<18>>,30,<33>>,50,<<52>,60,<<64>,75,<>>>>)

30

10
33

18

50

60




ﬁ Arbre binaire de recherche \

Suppression d’un élément

Suppression del : & x Ay(E') — Ay(E)
Ve,y € &, Vi, r € Ay (&),
Ldelly, <z, <>>)=lsiy=x
2. del(y, < <>z, r>)=rsiy=x A r#<>
3. del(y, < I, x,r >) =< delmax(l), max(l),r >
sity=x ANl#<> ANr#£<>
4. del(y, < l,z,r >) =< del(y,l),z,r >
sy <
5.del(y, < l,x,r >) =< l,z,del(y,r) >
sy >

delmax : Ay(E") — Ay(E)
Ve e &' Vi, r € Ay (&),

1. delmax(< [z, <> >) =1
2. delmax(< [, x,r >) =< I, x,delmax(r) > sir #
<>




ﬁ Arbre binaire de recherche

Exemple de suppression

50
30 60

10 (D
33 52

Ut

18 64

del (50,<<<<5>,10,<18>>,30,<33>>,50,<<52>,60,<<64>,75,<>>>>)

33

30 60

10 (D
52




ﬁ Arbres \

Arbres de recherche équilibrés

Probleme

1. Complexité en moyenne : ~ log(n)

2. Complexité au pire : = n

Solutions envisagées

1. Autoriser un léger déséquilibre entre les profon-

deurs des sous—arbres gauche et droit
— arbres AVL

2. Autoriser les noeuds a avoir un nombre variable
de fils

— arbres 2-3




f— Arbres équilibreés ~

Rééquilibrage a droite

Avant Apres
x Ll
X xr
T ll
[ T T r
Rééquilibrage rreq - A(E) — A(E)

Ve, xp € €, VI, 1, 1,1 € A(E),

1. rreq(<< U, g, 1 >, 2,1 >) =
< ll7xl7 < frlaxvrr‘ > >
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f— Arbres équilibreés ~

Rééquilibrage a gauche

Avant Apres
X Ly
T, T
[ Tr
L, Ty [ Ly
Rééquilibrage Ireq : A(E) — A(E)

Ve, x, € E, VI, 1,1, € AE),

1. Ireq(< @, < Ly, xp, 1 >>) =
<< Z,aj7lr >7aj7“7/r?“ >




Arbres équilibrés
o ! )
Rééquilibrage droite/gauche

Avant Apres
Ly
T T,
[ lr[ Tyl Ty
Rééquilibrage rlreq : A(E) — A(E)

VQZ,ZIZT,LUT[, \V/Z,lrl,’l"rl,ﬁn S A<g>a

L. rlreq(< l7$7 << lrlaxrlarrl >, Ty Ty >>) —
<< laxalﬂ > Tply < Tply Ly Tp >2>




Arbres équilibreés
o ! N
Rééquilibrage gauche/droite

Avant Apres
X Ly
X X €T
Ly r
[ [ [, Ty r
llr Ty
Rééquilibrage Irreq : A(E) — A(E)

\V/QZ', Ly Lir, \vlra Tlr, llra ll S A(8)7

1. Irreq(<< I, 27, < by, 2y, 13 >>, 2,7 >) =
<< llaxla ll?“ > Ly < Tipy T, T >




ﬁ Arbres équilibreés ~
Arbres AVL

Un arbre binaire est équilibré si en tout nceud de 'arbre,
les profondeurs des sous—arbres gauche et droit different
au plus de 1.

Définition avl : A5(E) — Booléen
Ve € €, Vi, r € Ay(E),

1. avl(<>) = true
2. avl(< lx,r >) =
Ah(< Lx,7r>) <1 A avl(l) A avl(r)
avec Ah(< l,z,r >) = depth(l) — depth(r)

Propriété
Tout arbre AVL a n nceuds a une profondeur h vé-
rifiant

logo(n+1) < h+1 < 1.441logy(n + 2)

Remarque : Historiquement, ces arbres ont été introduits dans les années 1960 par
Adelson—Velskii et Landis (d’ou le nom d’AVL).
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ﬁ Arbres AVL \

Insertion dans un AVL

Insertion insert : & x Ay(&') — Aa(E)
Ve, y € E'Vi,r € Ay(E),

L insert(y, <>) = < <>y, <> >
2. insert(y, < l,x,7r >) =

req(< insert(y, 1), x,r >)siy < x
3. insert(y, < l,x,r >) =

req(< [, x,insert(y,r) >) siy > x

Rééquilibrage req : As(E') — As(E)
Lreq(<lyx,r>)=<lxz,r >
si |Ah(< Lz, r>)| <1
2. req(< Lz, r >) =rreq(< I, x,r >)
st Ah(< l,z,r>)=2 A Ah(l) =
3.req(< Lz, r >) =lreq(< ,z,17 >)
st Ah(< l,z,r >)=—=2 AN Ah(r
4. req(< lyz,r >) =lrreq(< 2,7 >
si Ah(< Lx,r>)=2 A Ah(l) =
h.req(< Lz, r >) =rlreq(< [, 2,7 >)
st Ah(< lx,r >)=—=2 N Ah(r) =
N enib © jt ... 39/42J
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ﬁ Arbres AVL \

Exemples d’insertions dans un AVL

3 3
rreq
2 2
4_-5 4 12
(]
5 Ireq 3 12
2
4 12 2 4 7
°
5 7 5
3 Irreq 3
2 4 7 2 4 7T 12

rlreq
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ﬁ Arbres AVL \

Suppression dans un AVL

Suppression del : & x Ay(E') — Ay(E)

\V/Clj',y G gla \V/l,’r E A2<5/>7

Ldelly, < lx,<>>)=lsiy=1x
2. del(y, < <>,z,r >)=r
siy=x AN r#<>
3.del(y, < l,x,r >) =
req(< delmax(l), max(l),r >)
siy=x N r#£<> AN I1#<>
4. del(y, < l,x,r >) =
req(< del(y,l), xz,7r >)siy < x
5. del(y, < I, z,r >)
req(< [, x,del(y,r) >) siy > x

delmax : As(E') — As(E")
Ve e & Vi, r e A (&',
1. delmax(< 2, <> >) =1

2. delmax(< I, x,r >) =
req(< [, x,delmax(r) >) si r # <>
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Arbres AVL \

Exemple de suppression dans un AVL

a b 2023 ¢ e
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